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Le sujet comprend 7 pages, numérotées de 1 a 7

Espaces de shift et mots sturmien

On cherche dans ce sujet a étudier les mots et morphismes sturmiens. Un mot
infini est dit sturmien s’il possede n + 1 facteurs distincts de longueur n. On montr-
era le théoréeme de Mignosi et Séébold qui caractérise les morphismes sturmiens-
préservant comme étant exactement la composition de 3 morphismes de base.

Le probléme comprend une partie préliminaire sur les espaces de shift, puis 4
parties numérotées de 1 a 4. La partie 1 est indépendante des autres et fait le lien entre
espaces de shift et langages réguliers. La partie 2 introduit les notions de morphisme
et substitution, importantes aux parties 3 et 4. La partie 3 introduit les mots sturmiens
et la partie 4 traite de la démonstration du théoréme de Mignosi et Séébold.

A tout moment il est possible d’admettre le résultat d'une question et de I'utiliser
ultérieurement, a condition de I'indiquer clairement.

Le sujet est long et comporte des questions délicates : il est tout a fait normal de
bloquer sur des questions et il est possible de réussir I’épreuve sans traiter une part
substantielle du sujet.

La clarté, la concision et la précision de la rédaction seront prises en compte dans
la notation.

Notations

On note N = {0, 1, ...} ensemble des naturels et N* = {1, 2, ...} I'ensemble des na-
turels strictements positifs. On note R 'ensemble des nombres réels et R, I'ensemble
des réels positifs ou nuls. Pour A un ensemble on note |A| son cardinal. Pour A et
B deux ensembles on note B4 I'ensemble des applications de A vers B. Pour un
ensemble A, on note P(A) 'ensemble de ses parties. Une suite (u,,) _ € AN est
dite ultimement périodique si AN, T € N,Vn > N,u,, = u, o

Dans tout le sujet, ¥ sera un alphabet fixé a au moins 2 lettres. L’étoile de Kleene
de X est noté 3*. Soit u € ¥*, on note |u| sa longeur et pour & € ¥, on note |ul, le
nombre d’occurences de o dans u. Soient u, v € X* on écrira uv leur concaténation.
Si u € ¥* est un mot, on pourra écrire u = (ug, Uy, ..., Uy_1) OU U = UgUq ... U, _1,



avecn = |ul|. Pour u = Ug---Upy|—1 UNMot, onnote U = ;..U le miroirde u. On
dit que u € X* est un palindromesiu =u

Un automate A sera représenté par un quintuplet A = (X,Q,I,d, F) avec
F,ICQetdCQ xX X Q.Pour A un automate, on définit L(A) le langage qu’il
reconnait par 'ensemble des w € X* tel qu'il existe gy, ..., g}, avec ¢y € I, g, €
F et Vi< |ul,(q;,u;,¢;41) € 0. Un automate sera dit déterministe si |I| =1 et que
pour tout (¢g,a) e @ x X ona|{q¢ € Q| (q,,¢") € §}| < 1.1l sera dit complet si
pour tout (q,a) € @ X LYonal{q¢ € Q| (¢,,q") € 6}| > 1. Un automate n’est pas
forcément complet ou déterministe.

Partie préliminaire

On appelle mot infini tout élément de XN, Pour ug..u,, ; € X* et v € BV, on définit
uv la concaténation de u et v par (ug, ..., U, _1,Vg,Vq,-..) € B, On définit o : N —
YN par o((ug, Uy, ---)) := (uq, Uy, -..) (on retire la premiére lettre a u). o sera appelé
shift. Pour u,v € »N deux mots infini, on définie la distance de u a v par :

O Si U ="7v
d(U, U) = {|Z|_min{i€N | u;#v;} sinon

(1) Montrer les 3 propriétés suivantes sur d (on dira alors que d est une distance) :
« Montrer que Vz,y € ¥*,d(z,y) = d(y, x)
« Montrer que Vz,y € ¥*,d(z,y) =0z =1y
« Montrer que Vz,y, z € ¥*,d(z, 2) < d(z,y) + d(y, 2)

Pour u € ¥V, on définit O(u) = {o*(u) : k € N}. Soit (U)o € (EN)N une suite de
mots infinis, on dit que u,, — v si d(u,,v) — 0.Pour X C XN, on définit X

s N TL—,)OO . n-}oﬁ}

I'ensemble des v € &7 tel qu'il existe (u;),_ € X tel que u, —> v. Autrement
R n—oo

dit, X est ’adhérence de X pour la distance d.

On dit que X C XN est un espace de shiftsio(X) C X et X = X.

(2) Montrer que siu,, — vetu, — v, alorsv="1".
n—oo n—oo

On note alors, sous condition d’existence, lim I'unique v tel que u,, — w.

n—o0

n—o0 un
(3) Montrer que pour tout u € XN, @(u) est un espace de shift.

ontrer que u) es ni s1 et seulement s1 u € €St ultimement periodique.
4) Montrer que ¢ t fini si et seul t si YN est ulti t périodiq

Pour X un espace de shift, on définit F(X) = {u € * | v € ¥ uv € X}.
(5) Montrer que X — F'(X) est injective.



1 Espace sofique et type fini
On dit qu’un espace de shift X est sofique si F'(X) est un langage régulier.

(6) Montrer que si X est sofique alors il existe un automate A = (X,Q, 1,0, F’)
qui reconnait F'(X) avec @ =1 = F’.

Dans cette partie, tous les automates seront supposés tels que Q = F' = I. On
définira donc un automate seulement par le triplet (3, @, d). On remarquera que
tout chemin dans un tel automate est acceptant. Un automate déterministe sera ici
définit comme un automate tel que Vg € Q,Va € 3, [{¢' € Q | (¢,,q¢") € §}| < 1
mais toujours avec () = I = F. On remarquera que dans le cadre de notre étude, un
automate complet reconnait forcément >*.

1.1 Espace sofique de Type Fini

On dit qu'un langage L C ¥* est de type fini s’il existe un ensemble fini I C ¥*
de “facteurs interdits” tel que L = ¥* \ X*I¥*. Un automate A = (X, Q, J) est dit
(n,d)-local si pour toute paire de chemins dans A :

a; as a, ag a,

do —> q1 — - —>qn QO—>Q1—> _>qn

de longeur n et de méme étiquettage, on a q; = q;. A est dit local s’il est (n, d)-local
pour des certains n,d € N*. Un automate est dit fortement connexe si le graphe de
ses états et transitions l’est.

(7) Soit A (n, d)-local, montrer que A est (n + 1,d)-local et (n + 1,d + 1)-local.
(8) Montrer que tout langage L de type fini est reconnu par un automate local

fortement connexe. Pour ce faire, pour k = max{|u| : w € I}, on pourra con-
sidérer un automate dont les états forment un sous-ensemble des mots de 2¥.

(9) Montrer que si A est déterministe et fortement connexe, alors A est local ssi
il n’existe pas de mot w et deux états distincts q, ¢’ tel que ¢ = getq = q.
On pourra considerer un chemin de longeur 2|Q|? dans I'automate produit.
(10) Proposer un algorithme polynomial pour tester la condition de la question
précédente.

(11) Soit A un automate (n, d)-local fortement connexe.
Montrer que L(A) = ¥* \ ¥*IX* pour

I:= {wEE"‘H | —lEIp,qGQ,le]}

Un espace X est dit de type finisi F'(X) est de type fini.

(12) Montrer que si F'(X) est reconnu par un automate fortement connexe alors
il existe un automate déterministe reconnaissant F'(X). On veillera a ce que
I'automate résultant soit local si et seulement si celui de départ 'est.

(13) Montrer qu’il existe un algorithme qui décide si un espace sofique donné par
un automate fortement connexe est de type fini ou non.



1.2 Entropie d’un espace sofique

Pour X un espace de shift, on pose F,,(X) = F(X) N X", et on définit son entropie
par

log)sy (|F,(X)])

H(X) = lim
n—o00 n
(14) Montrer que si (u,) € RY est tel que Vn,m € N*,u,_ . <wu, + u,,, alors
lim,, _, ., == existe.

(15) Montrer que H (X) existe pour tout espace de shift X.

Sur ¥ = {a,b},onpose G={u e XN |Vie Nju,=a=u;,; =b}
(16) Montrer que G est un espace de shift sofique de type fini.

(17) Calculer H(G)

2 Espaces Minimaux

Soitu € XN, On définit F'(u) := F<W> etF, (u) = F(u) N X" etonposep,,(u) =

|F,(u)]. Pour w € F(u), onpose w™ = {v € F(u) | Ja € T,v = wa}

(18) Montrer que s’il existe n € N tel que p,(u) <n alors u est ultimement
péridique. On pourra montrer que p,,,; (u) — p, (u) = Zwan(u)(|w+| —1).

(19) Montrer que u est ultimement périodique si et seulement s’il existe C' € N tel
que Vn,p,, (u) < C.

Un espace de shift X est dit minimal si pour tout Y C X avec Y un espace de shift

non vide, ona Y = X.Un u € XV est dit minimal si O(u) est minimal.

(20) Montrer que X est minimal si et seulement si Vu,v € X, O(u) = O(v)

2.1 Morphismes et Substitution de Fibonacci

Un morphisme f :¥* — ¥* est une application telle que f(e) =€ et Yu,v €

¥*, f(uv) = f(u)f(v). On remarquera que f est uniquement définit a partir des

valeurs de f(a) pour chaque oo € X. Pour v € XN et f un morphisme, on définit

fu) = fug) f(ur) f(uy)...

On dit qu'un morphisme f est une substitutionsi | f(a)| > 1 pour tout @ € . On dit

qu’une substition f est a-prolongeable si o est un préfixe strict de f(«). On dit que

u € XN est un point-fixe de f si f(u) = w.

(21) Montrer que si f est une substition a-prolongeable, alors il existe un unique
mot u € XN dont tous les f™ () sont préfixes. Montrer de plus qu’un tel u est
un point fixe de f. On notera dans ce cas f°°(«) pour dénoter cet unique u.

(22) Montrer que w € F(f*(a)) & 3,r € ¥*,3k € N, lwr = f*(a)



On se place dansle cas X = {a, b}. On définit la substitution de FibonacciT par 7(a) =
ab et 7(b) = a. On note fib = 7°°(a) qui existe par la question 21.

(23) Donner une expression de 7""%(a) en fonction de 7"*!(a) et de 7™(a). En
déduire que bb ¢ F(fib) et aaa ¢ F(fib)

(24) Soitz € X*, montrer par récurrence sur |z| que aza ¢ F(fib) oubzb ¢ F(fib)

On définit 7 le morphisme miroir de T par 7(a) = ba et 7(b) = a.

(25) Montrer que si u € F(fib), alors a7(u) = 7(u)a.

(26) Soit g5, g5 :=cetVn > 3,g, = 7"3(a)...72(a)7! (a)a. Montrer que

Vn > 2, T2 (a> —_ J9nT (a) T (a)ab Sl n 1mpalr
9,7"(a) 7™ (a)ba si n pair

Pour u € XN, on pose D, (u) = {w € " | Va € B, wa € F(u)} et G, (u) = {w €
Y" | Va € ¥, aw € F(u)}, respectivement les facteurs spéciaux droit et gauche.
Remarquer que D, (u) est nécéssairement inclut dans les suffixes de D, ; (u).

(27) Montrer que Vn € N, | D, (fib)| = 1. Pour ce faire, on pourra regarder la pre-
miére lettre de 77 (a)

(28) En déduire que Vn € N, p, (fib) =n+1
(29) Montrer que si u € F(fib), alors w € F(fib) avec u le miroir de u.

On verra dans la prochaine partie que beaucoup des propriétés vraies pour le mot
infini de Fibonacci sont généralisables aux mots sturmiens.

2.2 Charactérisation des substitutions minimales

Une substitution f est dite primitive s’il existe k € N tel que Vo, 8 € X, |fk(0z)|,3 >
0.Unwu € XN est dit uniformément récurrent si pour tout n, il existe N tel que chaque
facteur de longeur N contient tous les facteurs de longeur n. Intuitivement, u est
uniformément récurrent si tout facteur de longeur n apparait réguliérement a des
intervalles bornés.

(30) Soit f une substitution primitive, montrer qu’il existe k € N tel que f* admette
un point fixe.

(31) Montrer que si u est un point fixe d’une substitution primitive, alors u est
uniformément récurrent.

(32) Montrer que u est uniformément récurrent si et seulement si O(u) est minimal.

Comme fib est un point fixe d’'une substitution primitive, on en déduit que O(fib)
est minimal.



3 Mots sturmiens

Unmotu € XN est sturmiensi Vn € N, p,,(u) = n + 1. En particulier, p; (u) = 2, on
supposera donc que ¥ = {a, b} a partir de maintenant et ce jusqu’a la fin. La question
18 nous indique que ce sont les mots infinis “les plus proches d’étre périodique”.

(33) Montrer que si u est sturmien, alors |D, (u)| = 1. On notera alors d,, (u)
I'unique mot de D, (u)

Un ensemble A C ¥* de mots est dit équilibré s’il est clot par facteur (pour tout u €
A et v facteur de u, on a v € A), et que, pour tout v, w € A de méme longeur, pour
tout o € X,

| |v|a_|u|o¢ | < 1

Soit u € N,

(34) Montrer que F'(u) n’est pas équilibré si et seulement s’il existe v € 3* tel que
ava € F(u) et bvb € F(u).

(35) Montrer que la question précédente reste vraie avec v un palindrome. Précisé-
ment, montrer que F'(u) n’est pas équilibré si et seulement s’il existe un
palindrome v € ¥* tel que ava, bvb € F(u).

(36) Montrer que si A est équilibré, alors Vn € N, [ANX"| <n+ 1.

(37) Soient w € F'(u) et n € N avec u sturmien. Montrer que si |w| > 2n, alors
d, (u) est un facteur de w.

(38) Montrer que F'(u) est équilibré et u est non ultimement périodique si et
seulement si u est sturmien.

(39) Soit v un mot sturmien, montrer que F'(u) est clot par miroir, c’est a dire que
siw € F(u) alorsw € F(u) pour wy...w,, = w,,...w,;

4 Théoréme de Mignosi et Séébold

On dit qu'un morphisme f est un morphisme sturmien si pour tout mot sturmien u €
SN, f(u) est aussi un mot sturmien.

(40) Montrer que la composition de 2 morphismes sturmiens est un morphisme
sturmien.

Pour rappel, on a noté 7 le morphisme de fibonacci (définit avant la question 26) et
T le morphisme miroir de fibonacci (définit avant la question 30). On définit aussi le
morphisme E tel que E(a) = b et E(b) = a et Id le morphisme identité définit par
Id(a) = aet1d(b) = 0.

(41) Montrer que Id, E, 7 sont des morphismes sturmiens.

(42) Montrer que si 7(u) est sturmien, alors u l'est.



On admettera que les deux questions précédentes sont vraies pour 7 aussi, les preuves
étant tres similaire a celle de 7.

Un morphisme sturmien f est dit a-sturmien si f(ab) ou f(ba) contient aa en
facteur. Il est dit b-sturmien si f(ab) ou f(ba) contient bb en facteur.

(43) Montrer quessi f ¢ {F,1d} est un morphisme sturmien, alors il est a-sturmien
ou b-sturmien.

(44) Soit f un morphisme sturmien autre que Id, E, alors il existe g € {7,7, FE o
7,E 0T} et h sturmien tel que f = go h
On définit la taille d’'un morphisme sturmien f par | f| := |f(a)| + | f(b)].

(45) Montrer qu'un morphisme f est sturmien si et seulement s’il est une suite de
compositions de Id, E, T et T.

Fin du sujet.
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